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ABSTRAKT

Cel pracy

Susza stanowi jedno z najpowazniejszych wyzwan srodowiskowych wspolczesnosci, znaczaco wplywajac
na dostepnos¢ wod podziemnych — kluczowego zasobu w gospodarce wodnej. Celem pracy jest wykazanie
skutecznos$ci estymatorow jadrowych w okreslaniu rozktadu minimalnych pozioméw woéd podziemnych.

Materiat i metody

W badaniu przeanalizowano rozktady minimalnych pozioméw wod podziemnych na obszarze Wielkopolski,
regionu szczegdlnie narazonego na niedobory wody, w okresie hydrologicznym lat 2001-2020. Dane pocho-
dzace z 50 stacji pomiarowych postuzyty do porownania skutecznosci klasycznych metod parametrycznych
oraz estymacji jadrowej zaproponowanych przez autora. Zastosowano rowniez trzy odrgbne miary btedu.

Wyniki i wnioski

Wyniki §wiadczg o tym, ze estymacja jadrowa przewyzsza metody parametryczne pod wzgledem doktadno-
$ci w przypadku studni glebszych o zwierciadle napigtym. Dla zwierciadel swobodnych badania nie wyka-
zaly jednoznacznej przewagi zadnej z metod. Uzyskane wyniki mogg przyczynic si¢ do doskonalenia metod
prognozowania ekstremalnych poziomoéw wod podziemnych oraz wspiera¢ zarzadzanie zasobami wodnymi

w konteks$cie rosngcego ryzyka suszy.

Stowa kluczowe: hydrogeologia, wody podziemne, susza, nieparametryczne, estymacja jadrowa

WPROWADZENIE

W ostatnich latach problem suszy w Polsce stat si¢ jed-
nym z kluczowych wyzwan zwigzanych z zarzadza-
niem zasobami wodnymi, majacym daleko idgce kon-
sekwencje dla rolnictwa (Stachowski and Markiewicz,
2011; Labedzki, 2016; Rolbiecki i in., 2023; Marcin-
kowski i in., 2024), gospodarki wodnej (Labedzki,
2016; Kiryluk, 2019; Karczewski 1 in., 2022; Rudnicki
1 Wisniewski, 2022; Kaznowska i in., 2024) oraz sro-
dowiska naturalnego (Lake, 2003; Mosley, 2015; Ku-
bicz iin., 2021; Trenberth 1 in., 2014; Vicente-Serrano
i in., 2020). Susza, bedaca efektem zaréwno natural-

“e-mail: maciej.karczewski@upwr.edu.pl

nych zjawisk klimatycznych, jak i potencjalnych an-
tropogenicznych zmian klimatu, prowadzi do znacz-
nego zmniejszenia dostepnosci wody (Mishra i Singh,
2010; Dai, 2011; Conway, 2013; Kubicz i in., 2019),
co jest szczeg6lnie widoczne w regionach takich jak
Wielkopolska (Szwed i in., 2010; Napiorkowski 1 in.,
2013; Marcinkowski i1 in., 2017; Ziernicka-Wojta-
szek 1 Kopcinska, 2020). Region ten, bedacy jednym
z gtownych o$rodkdéw produkeji rolnej w Polsce, jest
szczegolnie narazony na skutki suszy z uwagi na swo-
ja specyficzng sytuacje hydrologiczng, charakteryzu-
jaca si¢ relatywnie niskimi opadami atmosferycznymi
i yjemnym klimatycznym bilansem wodnym (Marcin-
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kowski i1in., 2017; Nowak i Ptak, 2018; Kubicz, 2019;
Ziernicka-Wojtaszek, 2021; R. Kalbarczyk i E. Kal-
barczyk, 2022).

Skutki suszy w Wielkopolsce obejmuja nie tylko
zmniejszenie plonow 1 degradacje¢ gleb, ale roéwniez
istotne zmniejszenie zasobéw wod podziemnych,
ktore sa zrodtem zaopatrzenia w wodg zarowno dla
rolnictwa, jak i dla ludnosci (Okruszko i in., 2024).
Ryzyko obnizajacego si¢ poziomu wod podziemnych
staje si¢ zatem jednym z glownych problemow, ktory
wymaga pilnych dziatan zardwno w zakresie monito-
rowania, jak i zarzadzania tymi zasobami (Bloomfield
1 Marchant, 2013; Taylor i in., 2013; Van Loon, 2015;
Bloomfield i in., 2019).

Monitorowanie poziomu wod podziemnych w re-
gionach szczegélnie narazonych na suszg, takich
jak Wielkopolska, jest niezbedne dla zrozumienia
1 przewidywania zmian w dostepnosci wody. Regu-
larne pomiary 1 analiza danych hydrogeologicznych
pozwalaja na ocen¢ biezacej sytuacji oraz na tworze-
nie modeli prognostycznych, ktére moga wspieraé
decyzje dotyczace zarzadzania zasobami wodnymi,
takie jak wspomaganie nawadniania czy kontrole za-
nieczyszczenia wod podziemnych (Durkowski i Jar-
nuszewski, 2016). Tego typu monitoring umozliwia
identyfikacje obszaréw o krytycznie niskim poziomie
wod podziemnych oraz ocene ryzyka dalszego pogle-
biania si¢ suszy.

Jednak same dane pomiarowe nie sg wystarcza-
jace, aby skutecznie zarzadza¢ zasobami wodnymi
w warunkach zmieniajacego si¢ klimatu. Konieczne
jest zastosowanie zaawansowanych metod statystycz-
nych, ktére umozliwiaja lepsze zrozumienie dynamiki
zmian poziomu wod podziemnych dla oceny ryzyka
standw determinujacych susze (Kajewska-Szkudlarek
1 in., 2022). W tym kontek$cie istotnym narzedziem
jest oszacowanie rozktadow prawdopodobienstwa,
ktére pozwala na modelowanie oraz predykcje zmian
poziomu wod podziemnych (Loaiciga, 2015).

Estymacja rozktadéw prawdopodobienstwa stano-
wi jeden z kluczowych elementdéw analizy ryzyka hy-
drogeologicznego, umozliwiajgc precyzyjne modelo-
wanie niepewnosci zwigzanej z przyszlymi zmianami
poziomu wod podziemnych. Dzigki zastosowaniu roz-
nych metod statystycznych, w tym estymacji jadrowej,
mozliwe jest tworzenie rozktadoéw, ktore odzwiercie-
dlaja prawdopodobienstwo wystgpienia okreslonych
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poziomoéw wod podziemnych w przysztosci, co jest
bardzo istotne w kontek$cie planowania dziatan adapta-
cyjnych. Przyktady zastosowan metod statystycznych
obejmujg prognozowanie ryzyka wystapienia suszy
hydrologicznej, oceng skutecznosci roznych strategii
zarzadzania zasobami wodnymi, a takze optymalizacjg
dziatan w zakresie nawadniania i gospodarki wodnej
(Janga Reddy i Ganguli, 2012; Zeng i in., 2012; Loai-
ciga, 2015; Koztowski i in., 2019; Dastourani i Nazeri
Tahroudi, 2022).

W obliczu rosngcego ryzyka suszy szerokie zasto-
sowanie roznych metod analizy danych staje si¢ nie-
zbedne. Szacowanie rozktadow prawdopodobienstwa
oraz ocena kwantyli tych rozktadéw jako narzgdzie
analizy statystycznej pozwalaja na ocene¢ ryzyka wy-
stgpienia suszy.

W pracy przedstawiono zastosowanie alternatyw-
nej do klasycznych rozktadéw stosowanych w hydro-
geologii metod¢ w postaci nieparametrycznych esty-
matorow jadrowych (Karczewski i Michalski, 2018a
1 b; Michalski, 2016). Dokonano rowniez weryfikacji
metody, porownujac ja z klasycznymi metodami opar-
tymi na rozktadach prawdopodobienstwa.

METODYKA

Obszar badany i dane
Badania przeprowadzono w 50 stacjach pomiaro-
wych zlokalizowanych na terenie wojewodztwa wiel-
kopolskiego. Obszar ten rozcigga si¢ na obszarze
o wspotrzednych od 51°02°N do 53°30°N szerokos$ci
geograficznej poinocnej oraz od 15°50°E do 19°19°E
dtugosci geograficznej wschodniej.

Wody podziemne na obszarze badan zwigzane sa
z osadami czwartorzgdowymi. Wystepujga w warstwach
piaskéw i zwirdw, a takze w wodono$nych warstwach
weglanowych 1 piaskowcach (Dragon i Gorski, 2015;
Nowicki i Sadurski, 2010).

Dla celow tego artykutu przeanalizowano jeden
z parametrow hydrometrycznych, czyli poziom wod
podziemnych. Wykorzystano pomiary poziomu zwier-
ciadta wod podziemnych z lat 2001-2020, ktore zosta-
ly pozyskane z bazy danych Panstwowego Instytutu
Geologicznego. Z uwagi na to, ze stany minimalne
najczesciej obserwowano na tym obszarze w okresie
mig¢dzy majem a pazdziernikiem, analiza zostata ogra-
niczona do tego okresu.
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Pomiary przeprowadzono na nastepujacych punk-
tach pomiarowych: Beglewo, Bordéwiec (3 stacje),
Brzekiniec, Brzeznica, Chachalnia, Czachurki, Gnie-
zno, Gostyn, Grabéw nad Prosna, Jastrowie, Juliano-
wo, Komorze Przybystawskie, Kowanowko, Kujan,
Laczewna, Leszcze (3 stacje), Leszno, Lipka, Luszcze-
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wo, Pyszaca, Sarbicko (5 stacji), Sepno, Smolniki Po-
widzkie (2 stacje), Sowia Gora, Sroda Wielkopolska,
Steszew, Stradun (3 stacje), Tuchorza, Ujscie, Wola
Podtezna. Stacje zostaty przedstawione na rycinie 1.
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Ryc. 1. Obszar wojewddztwa wielkopolskiego wraz z oznaczonymi stacjami pomiarowymi (zrodto: opracowanie wlasne
z wykorzystaniem danych GADM, https://gadm.org, oraz map, https://doc.arcgis.com/en/arcgis-online)

Fig. 1. The area of Greater Poland Voivodeship with marked monitoring stations (source: Authors’ own elaboration using
GADM data, https://gadm.org, and maps, https://doc.arcgis.com/en/arcgis-online)
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Informacje o stacjach, ich lokalizacja oraz podsta-
wowa charakterystyka znajdujg si¢ w zataczniku 1.

Dla kazdej stacji wyznaczone zostaly miesigcz-
ne minima poziomu zwierciadta wod podziemnych.
Nastepnie dla wybranych estymatorow jadrowych
oraz rozktadow parametrycznych zostato obliczone
dopasowanie do danych, na podstawie ktorego wy-
brano najbardziej efektywny estymator. Jednym z re-
zultatow opracowania moze by¢ obliczenie wartoSci
kwantyli. Wartosci te beda przydatne dla praktykow
w ocenie suszy hydrogeologicznej, nizowki hydro-
geologicznej, niedoborow podziemnych. W pracy
pogladowo zostaly wykonane obliczenia kwantyli
dla trzech wartosci prawdopodobienstw (0,9; 0,95;
0,99).

Istotng cecha kazdej stacji jest typ systemu wo-
dono$nego, ktéry zostal podzielony na trzy kategorie
(Kowalczyk i in., 2016):

— typ A: studnie o zwierciadle swobodnym lub po-
siadajacym niewielkie ci$nienie piezometryczne;

— typ B: studnie o zwierciadle napietym,;

— typ C: studnie o zwierciadle napigtym o duzej
glebokosci, w ktorych strop warstwy wodonos$nej
znajduje si¢ ponizej 120 m.

Wsréd badanych studni 36 byto typu A, 9 typu B
15 typuC.

Estymatory jadrowe i metody parametryczne

W celu oceny efektywnosci dopasowania dokonano
poréwnania estymatoréw nieparametrycznych z kla-
sycznymi parametrycznymi rozktadami wykorzysty-
wanymi w hydrogeologii: log-normalnym, Weibulla,
gamma oraz beta.

Proponowana metoda oszacowania rozktadu praw-
dopodobienstwa zmiennej losowej X — miesi¢cznych
minimalnych pozioméw wadd podziemnych, opiera si¢
na zastosowaniu nieparametrycznych estymatorow ja-
drowych (KDE — Kernel Density Estimator). Estyma-
torem jadrowym jest funkcja gestosci dla proby X, X,
..., X 0 postaci:
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gdzie
h — parametr wygladzania,
K — funkcja jadra estymatora ]?

Szczegotowy opis zostat przedstawiony w pracach
(Karczewski i Michalski, 2018a1b). Przy selekcji KDE
wybor odpowiedniej funkcji jadra oraz metody szuka-
nia optymalnego parametru wygtadzania jest kluczo-
wym krokiem przy konstrukcji dobrego estymatora.

Parametr wygtadzania opisuje, jak szeroki powi-
nien by¢ zakres obserwacji pojedynczego jadra. Ni-
skie wartosci moga doprowadzi¢ do duzego szumu
statystycznego i skokoéw losowych, natomiast zbyt
duza warto$§¢ moze wygtadzi¢ funkcje, zbyt bardzo
zmieniajac istotne charakterystyki rozktadu. Rycina 2
przedstawia trzy rézne warianty wygtadzania na przy-
ktadowych bimodalnych danych.

Jadro rozktadu opisuje ksztatt funkcji prawdopo-
dobienistwa. W zaleznoéci od charakteru rozktadu
selekcja jadra symetrycznego badz asymetrycznego
moze by¢ kluczowa przy wyborze najefektywniejsze-
go estymatora. Rycina 3 prezentuje przyktadowe esty-
matory o jadrach Gaussowskim i log-normalnym na
danych prawostronnie skosnych.

W pracy zastosowano pie¢ estymatorow: estyma-
tor Silvermanna z jadrem Gaussowskim (SilvG), esty-
mator Sheatera—Jonesa z jadrem Gaussowskim (SJg),
nieobcigzony estymator cross-validation z jadrem
Gaussowskim (CVg), estymator cross-validation z ja-
drem log-normalnym (CVlog) oraz estymator plug-in
z jadrem log-normalnym (Plog).

Oceng¢ dopasowania wykonano przy pomocy naste-
pujacych miar: $redniego btedu bezwzglednego MAE
(Mean Absolute Error), sredniego btedu kwadratowe-
20 RMSE (Root Mean Squared Error) (Hodson, 2022),
oraz miary Kullbacka—Leiblera KLd (Kullback—Le-
ibler divergence) (Mizuki i Kuzuha, 2023). Kazda
z tych miar dopasowania bada stopien podobienstwa
estymatora ( f ) do nieznanego empirycznego rozktadu
prawdopodobienstwa opisanego przez dane doswiad-
czalne ( /). Pordwnanie roznic w wynikach miar dopa-
sowania zostanie opisane ponize;j.

Do obliczen numerycznych zastosowano srodowi-
sko R (wersja 4.3.1, R Core Team, 2023).
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Ryc. 2. Poréwnanie dopasowania dla r6znych warto$ci okna wygtadzania h (Zrodto: opracowanie wlasne)
Fig. 2. Comparison of fit for various smoothing bandwidth parameter h values (source: Authors’ own elaboration)
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Ryc. 3. Poréwnanie dopasowania przy zastosowaniu jadra normalnego (czerwony) i log-normalnego (niebieski) na przy-
ktadowych danych prawostronnie sko$nych (zrédlo: opracowanie wlasne)
Fig. 3. Comparison of fit using normal (red) and log-normal (blue) kernels on exemplary right-skewed data (source: Au-

thors’ own elaboration)
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WYNIKI I DYSKUSJA

Tabela 1 przedstawia najefektywniejsze estymatory
dla danych stacji w sensie najnizszej wartosci wybra-
nej miary biedu.

Rezultaty zalezne byly od dobranej miary bledu.
Tabela 2 przedstawia liczbg studni, ktorych najefek-
tywniejszym estymatorem byt estymator z rodziny pa-
rametrycznych (P) i nieparametrycznych (N).

MAE jest klasyczng miarg pozwalajacg badac
odleglosci pomiedzy predykcja estymatora a obser-
wowang warto$cig. Liniowy sposob liczenia btedu
utrzymuje wage wszystkich warto$ci na tym samym
poziomie, a interpretacja jest bardziej naturalna (Hod-
son, 2022). W studniach typu A zanotowano wyzszy
odsetek estymatordw nieparametrycznych (55,6% do
44,4%), w studniach typu B zanotowano wyzszy odse-
tek estymatoréw nieparametrycznych (100% do 0%),
w studniach typu C zanotowano wyzszy odsetek esty-
matorow nieparametrycznych (100% do 0%).

RMSE podobnie jak MAE pozwala bada¢ odle-
glosci pomiedzy predykcja a empirycznymi danymi.
R&zni si¢ sposobem liczenia biedu, opierajacym si¢ na
kwadracie odlegtosci. W efekcie RMSE wykaze wyz-
szag od MAE warto$¢ bledu w przypadku wysokich
rozbiezno$ci w predykcji (Hodson, 2022). W stud-
niach typu A zanotowano nizszy odsetek estymatoréw
nieparametrycznych (33,3% do 66,7%), w studniach
typu B zanotowano wyzszy odsetek estymatorow nie-
parametrycznych (80,6% do 19,4%), w studniach typu
C zanotowano wyzszy odsetek estymatoréw niepara-
metrycznych (100% do 0%).

MAE ro6zni si¢ od RMSE jedynie sposobem licze-
nia samej odlegtosci. Jego rezultatem jest zmniejszenie
wagi pojedynczych warto$ci odstajacych oraz bardziej
intuicyjna interpretacja (Hodson, 2022). W studniach
typu A zanotowano wyzszy odsetek estymatorow nie-
parametrycznych (55,6% do 44,4%), w studniach typu
B zanotowano wyzszy odsetek estymatoréw niepara-
metrycznych (100% do 0%), w studniach typu C zano-
towano wyzszy odsetek estymatoréw nieparametrycz-
nych (100% do 0%).

Dywergencja Kullbacka—Leiblera stanowi bardziej
caloéciowe spojrzenie na rdéznice pomiedzy dwo-
ma rozktadami. Miara ta nie opiera si¢ wylgcznie na
btedzie predykcji, lecz ocenia cechy takie jak ksztalt,
rozproszenie czy asymetri¢ funkcji gestosci (Mizuki
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1 Kuzuha, 2023). Bardzo czgsto miara ta stosowana
jest w Bayesowskiej hydrologii (Tang i in., 2016). Nie
jest to jednak warunek konieczny i moze by¢ uzywana
do badania réznic pomiedzy rozkladem empirycznym
a estymatorem. Przy zastosowaniu tej miary do oceny
bledu, estymatory jadrowe mialy lepsze dopasowanie
dla kazdej studni.

Otrzymane wyniki wskazujg na istotne znaczenie
rodzaju zwierciadla wod na ksztalt funkcji gestosci
minimalnego poziomu wod podziemnych. Studnie
o zwierciadle swobodnym (typ A) charakteryzujg si¢
wysokg podatnoscia na warunki zewnetrzne, takie jak
opady, topniejacy $nieg czy infiltracja wody z rzek
1 jezior (Dobek, 2007; Nowicka i in., 2015). Wptyw
tych czynnikow powoduje zmniejszenie znaczenia
specyfiki hydrogeologicznej, a co za tym idzie tatwiej-
sze dopasowania przy uzyciu klasycznych rozktadow
prawdopodobienstwa (Vroblesky i in., 2007; Jedrusz-
kiewicz i in., 2016; Rutkoviene i in., n.d.; Stanek-Tar-
kowska, 2022).

Studnie o zwierciadle napietym (typ B) z racji
ograniczenia warstwy wodonosnej nieprzepuszczalny-
mi lub niskoprzepuszczalnymi warstwami sg bardziej
odizolowane od wyzej wymienionych czynnikow,
a przez to bardziej zalezne od lokalnej specyfiki hy-
drogeologicznej. Wyr6zni¢ tu nalezy: budowe geolo-
giczng, przepuszczalnos$é i porowatos¢ skat, cisnienie
hydrostatyczne, spadek hydrauliczny, procesy zasila-
nia, obecnos¢ uskokéw, pojemno$é wodng warstwy
wodono$nej oraz migzszo$¢ warstwy nieprzepuszczal-
nej. Dodatkowym czynnikiem poglebiajacym ten efekt
jest gtebokos¢ potozenia warstwy wodonosne;j (typ C),
gdzie znaczenie czynnikow zewngtrznych bedzie do-
datkowo zredukowane (Jedruszkiewicz i in., 2016).

Wykorzystanie réznych miar, takich jak RMSE,
MAE, oraz dywergencji Kullbacka—Leiblera (KLd)
umozliwia kompleksowa ocen¢ estymatoréw parame-
trycznych i nieparametrycznych, pozwalajac na bar-
dziej wszechstronng analize ich skuteczno$ci. Wyniki
przedstawione w tabeli 2 wskazuja, ze estymatory para-
metryczne wykazujg czestsza efektywnos¢ pod wzgle-
dem RMSE dla studni typu A. Natomiast w przypadku
pozostatych miar, takich jak MAE i KLd, estymatory
jadrowe dominujg, szczegdlnie w typach B i1 C, ktdre
reprezentujg zwierciadla napigte oraz glebokie zwier-
ciadta napigte. Wyniki te sugeruja, ze cho¢ estymatory
parametryczne mogg by¢ bardziej precyzyjne w odnie-
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sieniu do minimalizacji bledow kwadratowych w okre-
$lonych standardowych warunkach, estymatory jadro-
we lepiej oddaja ogdlng strukture¢ rozkladéw biedow
w bardziej zlozonych uktadach hydrogeologicznych.
Tym samym mimo ze estymatory jadrowe nie zawsze
pozwalaja osiagna¢ najlepsze rezultaty we wszyst-
kich kategoriach, ich przewaga wedlug miar takich jak
MAE i KLd $wiadczy o ich poprawnosci w opisywaniu
ksztattu funkcji rozktadu prawdopodobienstwa.

W celu lepszego zobrazowania potencjalnych
roznic w estymacji rozktadow omowione zostang
dwa skrajne przykltady uwzgledniajace miary btedu
RMSE i MAE. Stacja Czachurki jako stacja o typie
A, ktorej najefektywniejszym estymatorem byt roz-
ktad Weibulla, oraz Bordéwiec 2 jako stacja o typie
B, ktorej najefektowniejszym estymatorem byt es-
tymator jadrowy cross-validation o jadrze log-nor-
malnym.

Tabela 1. Najefektywniejsze estymatory rozktadu minimum wod podziemnych (Zzrodto: opracowanie wlasne)
Table 1. Most effective estimators of groundwater minimum distribution (source: Authors’ own elaboration)

Stacja / Station RMSE  MAE KLd Stacja / Station RMSE MAE KLd
Borowiec 1 CVlog CVlog Plog Komorze Przybystawskie =~ CVg CVg CVg
Borowiec 2 CVlog CVlog CVlog  Nowa Wies Slg Slg Slg
Bordwiec 3 Inorm Plog Plog Potrzebowo weibull CVlog CVlog
Sarbicko 1 CVlog CVlog CVlog  Brzekiniec weibull weibull SilvG
Sarbicko 2 Inorm CVlog Plog Brzeznica gamma SilvG SilvG
Sarbicko 3 Inorm CVlog Plog Sroda Wielkopolska Slg Plog SilvG
Sarbicko 4 gamma  CVlog SilvG Pyszaca CVlog CVlog Plog
Sarbicko 5 Inorm Plog Plog Gostyn CVg CVlog Plog
Czachurki weibull ~ weibull ~ SilvG Jastrowie Inorm CVg SilvG
Stradun 1 CVg CVlog Plog Gniezno Inorm Plog Plog
Stradun 2 CVg CVlog Slg Ostrow Wielkopolski CVg CVlog CVlog
Stradun 3 CVg CVlog Plog Kowanowko gamma CVlog Plog
Sepno weibull  CVlog SilvG Ujscie CVlog CVlog CVg
Leszcze 1 CVlog CVlog CVlog  Obrzycko weibull weibull Slg
Leszcze 2 gamma  Plog Plog Steszew gamma SilvG SilvG
Leszcze 3 gamma  CVlog CVlog  Tuchorza SilvG gamma Slg
Smolniki Powidzkie 1 Plog Plog Plog Migdzychod weibull CVg CVg
Smolniki Powidzkie 2 Inorm Inorm Plog Beglewo weibull Slg Slg
Luszczewo gamma  Plog SilvG Lipka CVlog CVlog Plog
Mchowo gamma  Plog Plog Gniezno Inorm Plog Plog
Laczewna weibull ~ weibull ~ SilvG Piotrowice CVlog CVlog Plog
Grabow nad Prosna weibull ~ SilvG SilvG Leszno weibull SilvG SilvG
Orkowo CVg CVlog Slg Chachalnia weibull weibull CVg
Sowia Gora CVg CVlog Plog Julianowo CVlog CVlog Plog
Kujan Inorm Plog Plog Wola Podt¢zna gamma Plog CVg

Estymatory jadrowe zaznaczone zostaty za pomoca pogrubienia. / Kernel estimators are indicated in bold
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Tabela 2. Liczba studni z podziatem ze wzgledu na klase najefektywniejszego estymatora (zrodto: opracowanie whasne)
Table 2. Well count distribution by most effective estimator class (source: Authors’ own elaboration)

RMSE MAE KLd
Typ S:)L;(‘i;lil/l Type Typ estymatora / Estimator type
P N P N P N
A 24 (66,7%) 12 (33,3%) 7 (19,4%) 29 (80,6%) 0 (0%) 36 (100%)
B 4 (44,4%) 5 (55,6%) 0 (0%) 9 (100%) 0 (0%) 9 (100%)
C 0 (0%) 5 (100%) 0 (0%) 5 (100%) 0 (0%) 5 (100%)

A — zwierciadlo swobodne lub niskie ci$nienie, B — zwierciadlo napigte, C — zwierciadlo napigte, glebokos¢ studni przekracza
120 m, P — estymator parametryczny, N — estymator nieparametryczny.
A — unconfined aquifer or low pressure conditions, B — confined aquifer, C — confined aquifer with well depth exceeding 120 m,

P — parametric estimator, N — non-parametric estimator.

Tabela 3. Wartosci miar dopasowania dla wybranych stacji Czachurki i Boréwiec 2 (zrodto: opracowanie wtasne)
Table 3. Goodness-of-fit metrics for the selected monitoring stations Czachurki and Borowiec 2 (source: Authors’ own

elaboration)
Estymator / Estimator Czachurki Borowiec 2

Miara / Metrics RMSE MAE KLd RMSE MAE KLd
weibull 13,525 10,957 16529 18,826 12,186 27894
gamma 13,575 10,974 16741 18,744 12,158 26255
lognorm 13,587 10,979 16831 18,734 12,155 26167

beta 14,413 11,649 150188 19,019 12,394 162091

SilvG 13,561 10,959 16471 18,600 12,128 23866

CVg 13,576 10,964 16508 18,588 12,124 23863

sjg 13,571 10,962 16495 18,585 12,123 23884

CVlog 13,654 11,018 17324 18,567 12,106 23456

Plog 13,650 11,015 17336 18,618 12,123 23758

Rycina 4 przedstawia réznice pomig¢dzy najefek-
tywniejszymi estymatorami parametrycznymi i nie-
parametrycznymi. Dla stacji Czachurki stwierdzono
nieznacznie lepsze dopasowanie rozktadu Weibulla.
Jednoczes$nie wida¢ bardzo zblizony ksztalt estyma-
tora jadrowego, co sugeruje poprawne opisywanie
zmienno$ci poziomu wod podziemnych opisanego
przez rozktad empiryczny. Dla stacji Bordéwiec 2 roz-
nica pomi¢dzy estymatorami jest juz bardzo znaczaca.
Estymator jadrowy cross-validation z jadrem log-nor-
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malnym bardzo dobrze si¢ sprawdzit zardowno w przy-
padku duzego skoku (przedziat 13,5-15,0) w pierw-
szej czedci zakresu wartosci, jak 1 samego ogona
rozktadu (przedziat od 16,5). Za pomoca metody pa-
rametrycznej opartej na rozktadzie log-normalnym nie
da si¢ poprawnie opisa¢ wysokich warto$ci na samym
poczatku, ponadto funkcja gestosci prawdopodobien-
stwa dazy do zera jeszcze przed wystgpieniem ogona
rozktadu, co bezposrednio obniza wartosci kwantyli
o wysokich prawdopodobienstwach.
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Tabela 4. Wartosci kwantyli dla wybranych stacji Czachurki oraz Borowiec 2 (zrodto: opracowanie whasne)
Table 4. Quantile values for selected stations Czachurki and Borowiec 2 (source: Authors’ own elaboration)

Estymator / Estimator Czachurki Borowiec 2
Kwantyl / Quantile 0,9 0,95 0,99 0,9 0,95 0,99
weibull 2,203 2,269 2,382 15,701 15,974 16,431
gamma 2,246 2,357 2,574 15,434 15,718 16,261
lognorm 2,259 2,380 2,627 15,393 15,672 16,208
beta 2,234 2,279 2,323 16,220 16,505 16,782
SilvG 2,232 2,306 2,416 15,441 16,565 16,927
CVg 2,243 2,321 2,448 15,445 16,581 16,899
sjg 2,239 2,316 2,438 15,448 16,585 16,892
CVlog 2,222 2,293 2,380 15,465 16,595 16,872
Plog 2,221 2,291 2,372 15,465 16,595 16,870
Stacja Czachurki, typ A — Czachurki station, type A Stacja Boréwiec 2, typ B — Borowiec station 2, type B
— Weibull ] ] —— Log-normalny — Log-normal
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Poziom wéd podziemnych, m — Groundwater level, m Poziom wéd podziemnych, m — Groundwater level, m

Ryc. 4. Porownanie dopasowania estymatorow parametrycznych (niebieski) i nieparametrycznych (czerwony) dla wybra-
nych stacji Czachurki i Bordéwiec 2 (zrédlo: opracowanie wlasne)

Fig. 4. Fit comparison between parametric (blue) and non-parametric (red) estimators for the selected monitoring stations
Czachurki and Bordwiec 2 (source: Authors’ own elaboration)
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WNIOSKI

W niniejszej pracy oceniono zastosowanie estymacji
nieparametrycznej oraz klasycznych metod parame-
trycznych do analizy minimalnych stanéw potozenia
zwierciadta wod podziemnych.

Analiza dopasowania estymatorow do danych
empirycznych wykazuje wyzsza efektywnos¢ esty-
matoréw jadrowych dla studni, w przypadku ktérych
czynniki przypowierzchniowe maja mniejszy wplyw
na minimalne poziomy woéd gruntowych. Uzyska-
ne wyniki $wiadcza o istotnym znaczeniu kategorii
systemu wodonos$nego (A, B, C) dla efektywnosci
estymacji. Studnie o zwierciadle swobodnym (ka-
tegoria A) wykazaly przewage estymatorow para-
metrycznych gtéwnie pod wzgledem btedu RMSE.
W przypadku bledow MAE i KLd estymatory jadro-
we wykazywaly znacznie czesciej wyzsza efektyw-
no$¢. Studnie o zwierciadle napigtym (kategoria B)
wykazywaty przewage efektywnos$ci estymatorow
jadrowych, szczegodlnie przy zastosowaniu bledow
MAE i KLd. Studnie o zwierciadle napietym i glgbo-
kosci ponizej 120 m pod poziomem terenu (kategoria
C) w 100% wykazywaty efektywnos$¢ estymatoréw
jadrowych.

Rezultatem przeprowadzonych obliczen byty takze
wartosci kwantyli dla minimalnych stanéw potozenia
zwierciadta wod podziemnych. W niniejszej pracy po-
gladowo obliczono kwantyle rzgdu 0,9, 0,95 oraz 0,99
dostepne w zatgczniku 2. Wartosci te moga by¢ wy-
korzystane w badaniach poziomu wod podziemnych
do analizy prawdopodobienstwa wystapienia okreslo-
nych stanéw wod, w tym ekstremalnych wartosci ni-
skich poziomow.

W konteks$cie rosngcego ryzyka suszy, m.in. w re-
gionach takich jak Wielkopolska, istotne jest dalsze
rozwijanie 1 wdrazanie zaawansowanych metod es-
tymacji i analizy danych. Praca ta sugeruje, ze pota-
czenie roznych podej$¢ analitycznych, w tym zasto-
sowanie estymatoréw jadrowych, moze znaczgco
przyczyni¢ si¢ do lepszego zarzadzania zasobami
wodnymi 1 efektywnego planowania dziatan adapta-
cyjnych w obliczu zmieniajacych si¢ warunkow kli-
matycznych.

W przysztych badaniach warto podda¢ analizie
wpltyw cech hydrogeologicznych terenu na rozktad
prawdopodobienstwa, moze to przyczynic si¢ do lep-
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szego przewidywania skutkdw suszy oraz do opraco-
wania skuteczniejszych strategii zarzadzania zasoba-
mi wodnymi.
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APPLICATION OF KERNEL ESTIMATION IN THE STUDY OF THE DISTRIBUTION OF MINIMUM

GROUNDWATER LEVELS

ABSTRACT

Aim of the study

Drought is one of the most significant environmental challenges of modern times, greatly affecting the avail-
ability of groundwater—a crucial resource in water management. The aim of this study is to demonstrate the
effectiveness of kernel estimators in determining the distribution of minimum groundwater levels.
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Material and methods

The study analyzes the distribution of minimum groundwater levels in the Wielkopolska region, an area
particularly vulnerable to water shortages, during the hydrological period of 2001-2020. Data from 55 moni-
toring stations were used to compare the effectiveness of classical parametric methods with kernel estimation
techniques proposed by the author. Additionally, three distinct error metrics were applied to assess the per-
formance of the methods.

Results and conclusions

The results indicate that kernel estimation outperforms parametric methods in terms of accuracy for deeper
wells with a confined aquifer. For unconfined aquifers, no clear advantage of either method was observed.
The findings may contribute to improving forecasting methods for extreme groundwater levels and support
water resource management in the context of increasing drought risk.

Keywords: drought, groundwater, nonparametric, kernel estimation, hydrogeology
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